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И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЕ В ТЕОРИИ 
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ВОЛНОВОДОВ 
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1 О. Пусть А - линейный оператор, действующий из нормиро­
ванного пространства Х в Х, А - линейный оператор, действую­
щий из нормированного пространства Х в Х. Пусть соответствие 
между элементами пространств Х и Х задают такие оператор ап­
проксимации Т : Х -> Х и интерполяции S : Х -> Х, что ST = I 
(тождественный оператор) . При этом оператор ST - проектор в 
Х. Будем считать в дальнейшем, что операторы S и Т ограниче­
ны . Предполагая, что свойства оператора А исследовать проще, 
чем свойства оператора А, будем говорить, что пространство Х 
и оператор А аппроксимируют пространство Х и оператор А. 
В работе [1] для более общего случая получены условия, при 
которых из обратимости точного оператора следует обратимость 
аппроксимирующего оператора, и наоборот. Если качество ап­
проксимации оператора А оператором А оценивать неравенством 
ll(A- TAS)xll::; m1 llxll 'Vx Е D(A) ( 1) 
или 
JJ(A - SAT)xll::; m1 llxJJ 'т/х Е D(A), (2) 
а близость пространств Х и Х - неравенством 
IJ(ST - I)ASXJI::; m2 Jlxll 'Vx Е D(A) (3) 
или 
IJ(ST - l)xll ::; m2 Jlxll Vx Е D(A) (4) 
(здесь постоянные m1 и m2 не зависят от х их), то справедливы 
следующие утверждения . 
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Теорема 1. Если оператор А имеет ограни-ченн·ыil левъ~il 
обратныil, то естъ 
3mo >О J JIAxJJ?: то JJxlJ Vx Е D(A) (5) 
и выполнены услови.н (1) и (3), при-чем 
(6) 
то оператор А и.wеет ограни-ченнъ1i1 левъ1il обратнъtil. 
Теорема 2. Если оператор А имеет 02рани-чеинъ1i1 левъ11~ 
обратнъ1i1, то есть 
3mo >О 1 JJAxJI?: то JJxll УХЕ D(A) (7) 
и въшолнены условия {2) и (4), при'tеМ 
(8) 
то оператор А имеет огранu'tеннъ1il левыil обратнъtil . 
При обосновании численных методов решения линейных за­
дач обычно рассматриваются последовательности аппроксими-
- -n рующих пространств Х = Х и аппроксимирующих операторов 
А = А". При зтом постоянные m 1 , m 2 в оценках ( 1)-(4) также 
зависят от n. Если установлено , что m 1 (n)--> О и m 2 (n) - U при 
n-> +оо (как правило, зто имеет место в конкретных задач;~х) и 
то в неравенстве (7) не зависит от n, то условия (6) и (7) будут 
выполнены начиная с некоторого значения n. 
20. Пусть >. - комплексный параметр. Рассмотрим точную 
спектральную задачу 
Ах - >.х = О, х Е Х (9) 
и аппроксимирующую ее спектральную задачу 
Ах - >.х = о, х Е х. (10) 
Исследуем, как связаны друг с другом множества собственных 
значений операторов А и А . Будем также рассматривать после­
довательности спектральных задач вида (10), соответствующих 
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- -n - -n последовательностям пространств Х = Х и операторов А = А 
(не указывая в дальнейшем номера элементов этих последова­
тельностей). Ряд утверждений о сходимости последовательно­
стей аппроксимирующих собственных значений и собственных 
элементов, а также оценки погрешности приближенных собствен­
ных значений можно найти, например, в книгах (2], (3], (4). 
Следует ожидать, что если точные и аппроксимирующие про­
странства и операторы близки друг к другу (в смысле неравенств 
(1)-(4)), то и собственные пары операторов А и А близки. 
Теорема 3. Пусть операторы А и А вполне непрерывны . 
1. Если последовательность собственных зна'Чений аппрок­
симирующих операторов сходите.я , то ее предел - собственное 
зна'Чение то'Ч.nого оператора. 
2. Любое собствеюtое зна'Чение то'Чного оператора .явл.яетс.я 
пределом некоторой последовательности собственнwх значений 
аппроксимирующих операторов . 
Это утверждение нетрудно получить с помощью теорем 1 и 
2. Действительно, вне круга с центром в начале координат на 
комплексной плоскости может находиться только конечное чи­
сло собственных значений вполне непрерывного оператора. Из 
теоремы 1, например, следует, что если при некотором ,\ опе­
ратор А - ЛI обратим слева и в условиях (1) и (3) постоянные 
m 1 и m 2 достаточно малы, то и оператор А - ЛI обратим слева. 
Иными словами, собственные значения аппроксимирующего опе­
ратора не могут существовать там, где нет собственных значений 
точного оператора . 
Аналогичное доказательство при несколько иных предполо­
жениях имеется в (2), §18. 
30. Пусть Х - гильбертово пространство. Обозначим А 
SAT. Если (Ло, хо) -собственная пара аппроксимирующего опе­
ратора, то есть решение задачи (10), то Ло,хо = SXo - собствен­
ная пара оператора А, то есть решение спектральной задачи 
Ах - Лх =О, х Е Х . 
Пусть собственный элемент нормирован : (х0 , х 0 ) = 1. 
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Будем искать решение точной спектральной эадачи (9) в виде 
х=iо+Лх, Л=Ло+ЛЛ 
при дополнительном условии нормировки (х, хо) 
одно и то же, 
1, или, что 
(Лх, хо) =О . ( 11) 
Тогда должно выполняться равенство 
(А+ ЛА)(хо + Лх) = (Ло + ЛЛ)(iо + Лх) , 
здесь ЛА =А - А . Так как А.Хо= Л0iо, то 
(.1- Л0 I)Лх = ЛА(х0 + Лх) - ЛА(iо + Лх). (12) 
Умножив скалярно обе части (12) на i 0 и приняв во внимание 
условие нормировки ( 11) , получим 
Л>. = (ЛА(iо + Лх), .Хо) . (13) 
Теперь уравнение (12) можно записать в виде 
Л.r = Т Р(Лх), (14) 
где Т - обратный к А - Лоl оператор (линейный) и 
Р(Лх) = (ЛА(хо + Лх), io)(i0 + Лх) - ЛА(iо + Лх) 
(Р - нелинейный оператор). Оператор А->.0 1 обратим, если рас­
сматривать в качестве его области определения подпространство 
Х, ортогональное всем собственным элемен~ам А, соответству­
ющим собственному значению >.0 . 
Теорема 4. Если Т - oгpaнu'Чemt ·ыt'l оператор и 
1 llЛAI\ :s; r < ЗllTll' 
то существует единственное рещенttе уравнения {Ц} . 
Действительно, если llTP'(Лx)ll :s; q < 1 'т/Лх, то оператор 
ТР - сжимающий . Но \\P'(Лx)ll :s; З\IЛА\1. 
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Легко видеть , что условие теоремы 4 будет выполнено , если 
в неравенстве (2) m 1 __. О при n --> оо . Оценки погрешности и 
скорость сходимости метода - обычные для метода последова­
тельных приближений. 
Аналогичное утверждение можно получить, если точный и 
аппроксимирующий операторы зависят от спектрального пара­
метра. Пусть точная спектральная задача имеет вид 
А(Л)х - Лх =О, х Е Х, 
а аппроксимирующая задача -
А(Л)х- Лх =О, х Е х. 
В этом случае вместо независимых уравнений (13) и (14) будем 
иметь систему уравнений (5] 
ЛЛ = ([А(Ло + ЛЛ)- А(Ло)](хо + дх),хо), 
(15) 
дх = [А(Ло) - ЛоI]- 1 (ЛЛ I - А(Ло + ЛЛ) + .4(Ло)] (хо+ дх) . 
4О . В работе (б] предложен пошаговый итерационный алго­
ритм нахождения волноводных мод планарного диэлектрическо­
го волновода с произвольным профилем показателя преломле­
ния или (и) при условии , что показатель преломления волно­
водного слоя периодически изменяется в одном из продольных 
направлений . Собственные волны (моды) плоского диэлектри­
ческого волновода (7] представляют собой нетривиальные реше­
ния однородной системы уравнений Максвелла, удовлетворяю­
щие условиям сопряжения на границах раздела сред волновод­
ной структуры . Если показатели преломления подложки , вол­
новодного слоя и покровной среды планарного воновода посто­
янны, то частные решения однородной задачи сопряжения могут 
быть найдены методом разделения переменных . Для некоторых 
градиентных волноводов (показатель преломления волноводно­
го слоя изменяется в направлении нормали к границе) также 
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известны явные выражения нетривиальных решений задачи со­
пряжения, определяющих волноводные моды. 
Задача о собственных волнах планарного диэлектрического 
волновода сводится к спектральной задаче для дифференциаль­
ного уравнения 2-го порядка 
f 11 (z ) + C( z , >.)f( z ) =О, 
(lG} 
f'(a) + А(>.)!(сх) =О, /'(/3) + B(>.)f(/3) =О. 
Пусть близкая к ней (приближенная) спектральная задача 
f"(z) + ё(z, >., p)f(z) =О , 
]'(а)+ A(>.)f(cx) =О, f'(/3) + B(>.)f(/3) =О 
имеет решение (А, f(z)), причем собственная функция нормиро-
вана условием 
/] 
(!,]) = j j2(z) dz = 1. 
Q 
Если искать решение точной задачи в виде>.= А+ Л>., f( z ) = 
f(z) + Л/(z), то для определения приращения собственной пары 
получим краевую задачу 
Лf"(z) + ё(z, А) Лf(z) = -ЛС(z , 5., Л>.) [f(z} + Л/( z )], 
где 
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Лf'(а) + А(А) Лf(а) = -ЛА(А, Л>.) (](а)+ Л/(а)], (17} 
Л/'(/3) + В(А) Л/(/3) = -ЛВ(А, Л>.) [f(/3) + Л/(/3)] , 
ЛС(z, >. , Л>.) = C(z,). + Л>.) - ё(z, А), 
ЛА(А, Л>.) = А(5. + Л>.) - А(А), 
ЛВ(А, Л>.) = В(А + Л>.) - Ё(А), 
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и дополнительное условие нормировки 
р 
(д/,i) = j дf(z) f(z) dz =О . (18) 
о 
Отметим, что в уравнения {17), (18) приращение Лf(z) входит 
линейно, а приращение д.Л - нелинейно. Из тождества Грина 
можно получить другое уравнение 
/3 
- j f(z) [f(z)дf(z)] дС(х)., Л.Л) dz+ 
+ f(/3) [f{/З)Л/{/3)] ЛВ(-\, ЛЛ)­
-f(а) [f(а:)Л/(а)) дА(-\ , ЛЛ) =О. (19) 
При численном решении уравнений (17), (19) методом Нью­
тона в сочетании с методом Зейделя следует учитывать, что 
все собственные значения спектральной задачи (соответствую­
щие волноводным модам) лежат на отрезке относительно малой 
длины. Из условий сходимости метода следует, что приближен­
ная и точная задачи должны быть достаточно близки, то есть 
должна быть достаточно мала норма llЛAI\, где А - оператор, 
соответствующий краевой задаче. Этот эффект легко обнаружи­
вается и в ходе вычислений. 
Рассмотрим такое параметрическое семейство спектральных 
задач (6] 
f"(z) + C(z, Л,p)f(z) =О, 
(20) 
/'(а:)+ А(Л)f(а:) =О, f'(/3) + В(Л)f(/3) =О 
с параметром р Е (О, 1], что при р =О известна собственная пара 
p 0 ,t0 (z)), а при р = 1 задача (20) совпадает с исходной задачей 
(16) о собственных ВОЛНi\.Х волновода. Пусть р<п>, n = o .. N -
возрастающие значения параметра р, причем р(О) = О, p(N) = 1 
и p(n) = p<n-I)+Лp Vn = 1 . . N. На шаге с номером n пошагового 
а.11горитма вычисляются приращения лл<n) и Дf(n)(z), соответ­
ствующие приращению др. В работе (6] вместо уравнений ( 17) 
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и (19) использовалась линеаризованная система уравнений для 
приращений. 
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